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Stručný p̌rehled disertačńı práce

Studium metod domain decomposition (rozkladu oblasti):
BDD – Balancing Domain Decomposition (Mandel 1993),
FETI – Finite Element Tearing and Interconnecting (Farhat, Roux 1991),
a jejich variant: BDDC, P-FETI, FETI-DP a P-FETI-DP.

1 Nalezeńı minimálńıho základu pro formulaci metod.
Odvozeńı všech zḿıněných metod.
Porovnáńı některých dvojic metod:

Ekvivalence spekter p̌redpodḿıněných operátor̊u.
P-FETI-DP=BDDC a jistých p̌redpokladů P-FETI = BDD.
Sestrojeńı odhadu č́ısla podḿıněnosti BDDC a FETI-DP.

2 Navržeńı heuristického adaptivńıho algoritmu
zlepšuj́ıćıho konvergenci BDDC a FETI-DP.
Numerické experimenty ve 2D a 3D.
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Př́ıklad rozkladu oblasti
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Obecná formulace řešené úlohy

Řeš́ıme variačńı úlohu

u ∈ Ŵ : a (u, v) = 〈f , v〉 ∀v ∈ Ŵ ,

kde Ŵ je konečněrozměrný prostor, ve kterém hledáme řešeńı,
a (·, ·) je symetrická pozitivně definitńı bilineárńı forma na Ŵ ,

f ∈ Ŵ ′ je vektor pravé strany

Studované metody jsou charakterizovány výběrem věťśıch prostor̊u

Ŵ ⊂ W̃ ⊂W .

kde a (·, ·) je pozitivně definitńı na W̃ ,

a (·, ·) je pozitivně semidefinitńı na W .
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Formulace metod: prostory

Rozd́ıly mezi prostory/operátory dány stupněm sestaveńı globálńı matice tuhosti.
A – sestaveńı matice tuhosti podoblast́ı,
B – sestaveńı globálńı matice tuhosti,
C – spojitost p̌res rozhrańı.

Ŵ ⊂ W̃ ⊂ W
A plně plně plně
B plně částečně v̊ubec
C plná pouze v roźıch žádná

Ŝ : Ŵ → Ŵ ′,
〈

Ŝv ,w
〉

= a (v ,w) ∀v ,w ∈ Ŵ ,

S̃ : W̃ → W̃ ′,
〈

S̃v ,w
〉

= a (v ,w) ∀v ,w ∈ W̃ ,

S : W →W ′, 〈Sv ,w〉 = a (v ,w) ∀v ,w ∈W .
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Formulace metod: operátory a p̌redpoklady

Metody jsou formulovány pomoćı lineárńıch operátor̊u:

E . . . projekce na Ŵ ,
E : W → Ŵ .

R . . . vnǒreńı z Ŵ do W .

B . . . zajǐst’uje splněńı podḿınky u ∈ Ŵ jako

Bu = 0⇔ u ∈ Ŵ .

BT
D . . . je zobecněnou inverźı B.

Předpokládáme, že
BT

D B + RE = I .
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Metody na W : FETI, P-FETI a BDD

(úplný rozklad na podoblasti)

Finite Element Tearing and Interconnecting (Farhat a Roux 1991):
– spojitost p̌res rozhrańı zajǐstěna Lagrangeovými multiplikátory λ,
– iteračńı řešeńı duálńıho systém pro λ,
– spojité primárńı řešeńı źıskáme po ukončeńı iteračńıho cyklu.

P-FETI (Primal-FETI, Fragakis a Papadrakakis 2003)
– založena na jednom kroku metody FETI.

Balancing Domain Decomposition (Mandel 1993):
– iteračńı řešeńı problému v primárńıch proměnných.

Špatná konvergence pro biharmonické problémy (desky, skǒrepiny).
Důvod: č́ıslo podḿıněnosti záviśı na ”skoćıch” p̌res rohy podoblast́ı.

Efektivńı řešeńı: formulace metod na prostoru W̃ ...
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Metody na W̃ : FETI-DP, P-FETI-DP a BDDC

(spojitost v roźıch podoblast́ı vynucena a-priori)

FETI-Dual, Primal (Farhat et al 2001).

P-FETI-DP (nezávisle Fragakis a Papadrakakis 2003, Cros 2003)
– založena na jednom kroku metody FETI-DP.

Balancing Domain Decomposition by Constraints (Dohrmann 2003).

Maticový zápis p̌redpodḿıněných operátor̊u FETI-DP a BDDC je

PFETI−DP =
(

BD S̃BT
D

)(
BS̃−1BT

)
,

PBDDC =
(

E S̃−1ET
)(

RT S̃R
)
,

kde S̃ je symetrický, pozitivně definitńı operátor na prostoru W̃ .
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Porovnáńı metod: hlavńı výsledky

Theorem

Předpodmiňovač dle Crose, P-FETI-DP a BDDC jsou stejné (vše 2003).

Theorem (Mandel, Dohrmann, Tezaur (2005), Mandel, B.S. (2007))

Vlastńı č́ısla p̌redpodḿıněných operátor̊u FETI-DP a BDDC splňuj́ı
1 ≤ λ ≤ ωFETI−DP a 1 ≤ λ ≤ ωBDDC , kde

ωBDDC = ‖RE‖2
S̃
, ωFETI−DP = ‖BT

D B‖2
S̃
.

Nav́ıc, jestliže plat́ı W̃ 6= Ŵ , pak také

ωBDDC = ωFETI−DP .

Tato věta je kĺıčem k adaptivńımu p̌redpodḿıněńı pro FETI-DP a BDDC.
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Adaptivńı algoritmus: Mez č́ısla podḿıněnosti

Vycháźıme z p̌redpokladu

BT
D B + RE = I ⇒ BT

D B = I − RE ,

a z algebraického odhadu č́ısla podḿıněnosti. Jejich kombinaćı obdrž́ıme

ω = sup
w∈W̃

∥∥BT
D Bw

∥∥2

S̃

‖w‖2
S̃

= sup
w∈W̃

‖(I − RE ) w‖2
S̃

‖w‖2
S̃

.

Odhad p̌reṕı̌seme jako zobecněný problém vlastńıch č́ısel na prostoru W̃ ,

(I − RE )T S̃ (I − RE ) w = λS̃w ,

kde matice S̃ je SPD a ω je stejná jako nejvěťśı vlastńı č́ıslo λmax .
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Adaptivńı algoritmus: FETI-DP a BDDC na podprostoru

Zaved’me nový prostor W̃ avg jako

Ŵ ⊂ W̃ avg ⊂ W̃ ⊂W ,

Prostor W̃ avg definujeme (”svázáńım podoblast́ı pr̊uměry”), jako

W̃ avg =
{

w ∈ W̃ : QT
D Bw = 0

}
, (FETI-DP, Mandel, B.S. (2007))

W̃ avg =
{

w ∈ W̃ : DT w = 0
}
, (BDDC, Mandel, B.S., Š́ıstek)

kde QD je duálńı váhová matice, D je vazebńı matice a plat́ı, že

QT
D B = DT .

Prostor W̃ avg je podprostor funkćı z W̃ orthogonálńıch ”k něčemu”.
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Adaptivńı algoritmus: Optimálńı vazby

Optimálńı konstrukce prostoru W̃ avg je dána následovně:

Theorem

Necht’ wi jsou vlastńı vektory a λi vlastńı č́ısla zobecněného problému, bez
ztráty na obecnosti uspǒrádaná jako λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ 0. Necht’ k ≥ 0.
Definićı (nových řádek) operátoru D daných jako

dT
i = wT

i (I − RE )T S̃ (I − RE ) , i = 1, . . . , k

D =
[

d1 d2 . . . dk

]
,

zajist́ıme, že ω = λk+1. Dále plat́ı, že ω ≥ λk+1 pro jakoukoliv jinou
konstrukci DT pomoćı nejvýše k řádek.

Nevýhoda: Výpočet globálńıch vlastńıch vektor̊u je výpočetně náročný.
Numerické experimenty také ukazuj́ı, že mnohdy stači p̌ridat vazby pouze
lokálně, abychom rapidně zlepšili konvergenci algoritmu...
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Lokálńı vazby a adaptivńı algoritmus

... větu nahrad́ıme ”lokálńı” verźı pro dvojice p̌rilehlých podoblast́ı, a poté
definujeme heuristický indikátor č́ısla podḿıněnosti

ω̃ = max
{ij}∈A

ωij .

Algoritmus: Přidáńı vazeb ke sńıžeńı hodnoty heuristického indikátoru ω̃
tak, aby ωij ≤ τ pro a-priori stanovený ukazatel τ .

1 Spočti nejvěťśı lokálńı vlastńı č́ısla a vektory dokud nenalezneš
index `ij takový, že λij ,`ij +1 ≤ τ a tedy

ω̃ = max
{ij}∈A

λij ,kij +1 ≤ τ

2 Použij tyto vlastńı vektory ke konstrukci ”lokálńıch” vazeb dij ,`.
3 Přidej do matice D tyto vazby ”globálně” jako jej́ı nové sloupce,

pomoćı jednoduchého vnǒreńı Rij (rozš́ı̌reńı nulami) jako

D =
[
. . . RT

ij Dij ,` . . .
]
, ∀ {ij} ∈ A, ` = 1, . . . , kij .
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Numerické výsledky ve 2D: stlačitelná elasticita, λ = 1, µ = 2

H/h Ndof τ Nc ω̃ κ it
4 578 ∞ - 11.3 5.5 20

10 1 5.4 4.9 19
3 20 2.8 2.5 14
2 42 1.8 1.7 11

16 8450 ∞ - 24.2 18 37
10 11 9.1 8.7 28

3 75 <3 2.5 15
2 93 <2 2.0 13

64 132098 ∞ - 99.6 44 55
10 56 <10 9.9 35

3 135 <3 2.9 17
2 209 <2 2.0 13
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Ndof: počet stupňů volnosti
τ : žádané č. podḿıněnosti
Nc: počet vazeb v matici D
ω̃: heuristický indikátor
κ: odhad č. podm. z PCG
it: počet iteraćı
tolerance: 10−8
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Numerické výsledky ve 2D: Adaptivńı vazby pro H/h = 16

Vlastńı č́ısla lokálńıch úloh pro
dvojice p̌rilehlých podoblast́ı i a j : Počty pr̊uměr̊u p̌ri τ = 10:

i j λij,1 λij,2 λij,3 λij,4 λij,5

1 2 5.5 3.6 1.7 1.5 1.3
1 5 6.7 3.6 3.0 1.4 1.3
2 3 8.6 3.6 1.9 1.7 1.3
2 6 24.2 18.0 18.0 16.5 16.4
3 4 5.2 3.3 1.7 1.4 1.2
3 7 7.9 4.7 3.8 1.8 1.5
4 8 6.4 3.6 2.7 1.4 1.4
5 6 12.6 5.2 4.4 1.9 1.6
5 9 6.1 3.6 2.8 1.4 1.3
6 7 8.7 4.9 4.1 1.8 1.5
6 10 7.5 4.7 3.8 1.8 1.5

Oč́ıslováńı podoblast́ı:

13 14 15 16
9 10 11 12
5 6 7 8
1 2 3 4
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Numerické výsledky ve 2D: témě̌r nestlačitelná elasticita, λ = 10000, µ = 2

H/h Ndof τ Nc ω̃ κ it
4 578 ∞ - 2746 1935 147

10 76 4.5 3.5 17
5 76 4.5 3.5 17
3 78 2.9 2.8 16

16 8450 ∞ - 10246 10217 342
10 61 9.6 6.7 28

5 76 4.5 3.5 17
3 78 2.9 2.8 16

64 132098 ∞ - 33698 NA ∞
10 178 9.8 9.8 39

5 235 5.0 4.9 28
3 282 3.0 2.9 20
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Ndof: počet dof
τ : žádané č. podm.
Nc: počet vazeb v D
ω̃: heuristický indikátor
κ: odhad č. podm.
it: počet iteraćı
tolerance: 10−8
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Numerické výsledky ve 3D (data: doc. J. Kruis, vizualizace: M. Brezina)

počet stupňů volnosti: 143451, podoblast́ı: 8, rohů/hran/stěn: 31/18/19
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Numerické výsledky ve 3D: Nosńık s vrubem

počet stupňů volnosti: 143451, podoblast́ı: 8, rohů/hran/stěn: 31/18/19

typ vazby Nc κ it

c - 127.09 79
c+e 111 100.97 61

c+e+f 168 22.43 32
c+e+f (3eigv) 168 13.23 30

τ ω̃ Nc κ it

∞(=c+e) 149.029 111 100.97 61
10 9.996 134 8.50 31

5 4.993 163 4.65 24
2 1.993 340 2.14 14

τ : žádané č. podm., ω̃: heuristický indikátor, Nc : počet vazeb,
κ: odhad č. podm. p̌redpodḿıněného operátoru, it: počet iteraćı (tol=10−8)
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Numerické výsledky ve 3D (data: doc. J. Kruis, vizualizace: M. Brezina)

počet stupňů volnosti: 157356, podoblast́ı: 16, rohů/hran/stěn: 250/30/43
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Numerické výsledky ve 3D: Mostńı konstrukce

počet stupňů volnosti: 157356, podoblast́ı: 16, rohů/hran/stěn: 250/30/43

typ vazby Nc κ it

c - 2301.37 224
c+e 180 2252.39 220

c+e+f 309 653.61 160
c+e+f (3eigv) 309 177.77 103

τ ω̃ Nc κ it

∞(=c+e) 6500.50 180 2252.39 220
650 589.338 185 483.52 169

30 29.568 292 28.74 64
5 4.997 655 5.01 26
2 1.998 1301 2.01 14

τ : žádané č. podm., ω̃: heuristický indikátor, Nc : počet vazeb,
κ: odhad č. podm. p̌redpodḿıněného operátoru, it: počet iteraćı (tol=10−8)

(Katedra matematiky, FSv, ČVUT) Srovnáńı některých metod DD Praha, 17. prosince 2008 20 / 24



Závěr: p̌rehled hlavńıch výsledk̊u práce

Nalezeńı minimálńıho základu pro formulaci metod BDD, BDDC,
FETI, FETI-DP a jejich primárńıch variant P-FETI, P-FETI-DP.

Odvozeńı všech zḿıněných metod z minimálńıho základu.

Nová formulace metody BDDC pomoćı zobecněńı změny proměnných
podle práce autor̊u Li a Widlund (spolupráce s Dr. Š́ıstkem).

Důkaz, že P-FETI-DP = BDDC = p̌redpodmiňovač navržený Crosem.

Sestrojeńı odhadu č́ısla podḿıněnosti FETI-DP a BDDC.

Navržeńı adaptivńıho algoritmu zlepšuj́ıćıho konvergenci obou metod.

Vývoj programů a numerické experimenty ve 2D i 3D.

Korektury:
http://math.ucdenver.edu/~sousedik/papers/BSthesisCZerrata.pdf
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Závěr: nástin budoućı práce

Paralelńı implementace adaptivńıho algoritmu včetně efektivńıho
výběru počátečńıch vazeb (prob́ıhá s Dr. Novotným a Dr. Š́ıstkem).

Teoretické zdůvodněńı adaptivńıho algoritmu.

Multilevel BDDC pro lineárńı elasticitu. Pro skalárńı úlohy:

Jan Mandel, Beďrich Soused́ık, Clark Dohrmann: Multispace and

Multilevel BDDC. Computing, 83(2-3):55–85, 2008.

Kombinace adaptivńıho algoritmu a Multilevel BDDC.

=⇒

Efektivńı řešeńı velkých a výpočetně náročných úloh.
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