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Struény prehled disertacni prace

Studium metod domain decomposition (rozkladu oblasti):

BDD — Balancing Domain Decomposition (Mandel 1993),

FETI — Finite Element Tearing and Interconnecting (Farhat, Roux 1991),
a jejich variant: BDDC, P-FETI, FETI-DP a P-FETI-DP.

(1] o Nalezeni minimalniho zakladu pro formulaci metod.
Odvozen{ v8ech zminénych metod.
Porovnani nékterych dvojic metod:

o Ekvivalence spekter pfedpodminénych operatord.
o P-FETI-DP=BDDC a jistych predpokladi P-FETI = BDD.
@ Sestrojeni odhadu &isla podminénosti BDDC a FETI-DP.
Q o NavrzZeni heuristického adaptivniho algoritmu
zlep¥ujiciho konvergenci BDDC a FETI-DP.
o Numerické experimenty ve 2D a 3D.
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Pf¥iklad rozkladu oblasti

uzly hrubého problému
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Obecna formulace fesené ulohy

Resime variaéni dlohu
veW:a(u,v)=(f,v) VYveW,
kde W je kone¢nérozmérny prostor, ve kterém hleddme ¥eseni,

a(-,-) je symetrickd pozitivn& definitni bilinedrni forma na W,
f € W' je vektor pravé strany

Studované metody jsou charakterizovany vybé&rem vétsich prostori
WcWwcw.
kde a(-,-) je pozitivné definitni na w,

a(-,-) je pozitivné semidefinitni na W.
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Formulace metod: prostory

Rozdily mezi prostory/operatory ddny stupn&m sestaveni globaIni matice tuhosti.
A — sestaveni matice tuhosti podoblasti,
B — sestaveni globalni matice tuhosti,

— spojitost p¥es rozhrani.

& &L

A pIne pIne pIne
B plné Castelné vibec
C plnd pouze v rozich zadna

S W W, <§v,w> =a(v,w) Yv,we W,
S:W— W, <§v,w> =a(v,w) VYv,we W,
S:W—-W, (Sv,w)=a(v,w) VYv,weW.
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Formulace metod: operatory a predpoklady

Metody jsou formulovany pomoci linedrnich operator:

o~

@ E ... projekce na W,

—

E:W— W.

o R...vnofeniz W do W.
@ B ... zajistuje splnéni podminky u € w jako

Bu:Oﬁuev\V.

° Bg ... je zobecné&nou inverzi B.

P¥edpokladame, Ze
BLB + RE = 1I.
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Metody na W: FETI, P-FETI a BDD

(dplny rozklad na podoblasti)

@ Finite Element Tearing and Interconnecting (Farhat a Roux 1991):
— spojitost pfes rozhrani zajisténa Lagrangeovymi multiplikatory A,
— iteraéni YeSeni dudiniho systém pro ),
— spojité primarni ¥eSeni ziskdme po ukondeni iteragniho cyklu.

e P-FETI (Primal-FETI, Fragakis a Papadrakakis 2003)
— zaloZena na jednom kroku metody FETI.

e Balancing Domain Decomposition (Mandel 1993):
— iteradni YeSeni problému v primarnich proménnych.

o Spatna konvergence pro biharmonické problémy (desky, skotepiny).
Divod: &islo podminénosti zavisi na "skocich” pres rohy podoblasti.

Efektivni FeSeni: formulace metod na prostoru W ...
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Metody na W: FETI-DP, P-FETI-DP a BDDC

(spojitost v rozich podoblasti vynucena a-priori)

e FETI-Dual, Primal (Farhat et al 2001).

@ P-FETI-DP (nezivisle Fragakis a Papadrakakis 2003, Cros 2003)
— zaloZena na jednom kroku metody FETI-DP.

e Balancing Domain Decomposition by Constraints (Dohrmann 2003).

Maticovy zdpis pfedpodminénych operatorii FETI-DP a BDDC je
PreTi—pp = (30535> <B§_13T> ;
Pepoc = <E§*1ET) (RT§R),

kde S je symetricky, pozitivné definitni operator na prostoru W,
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Porovnani metod: hlavni vysledky
PFedpodmiriova¢ dle Crose, P-FETI-DP a BDDC jsou stejné (vse 2003).

Theorem (Mandel, Dohrmann, Tezaur (2005), Mandel, B.S. (2007))

Vlastni &isla pfedpodminénych operatori FETI-DP a BDDC spliiuji
1< A< wreri-pp a1l < X< wpppc, kde

wBDDC = ||RE!!%, WFETI-DP = HBEBH%-
Navic, jestlize plati W # W, pak také

WBDDC — WFETI-DP-

Tato véta je klitem k adaptivnimu p¥edpodminéni pro FETI-DP a BDDC.
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Adaptivni algoritmus: Mez Cisla podminénosti

Vychazime z ptedpokladu
BYB+RE=1 = BJB=1I-RE,
a z algebraického odhadu ¢isla podminénosti. Jejich kombinaci obdrZime

|B3Bwls _ I~ RE)wI

w = sup 3 3
wew  IIwls wew  Iwlis

Odhad p¥episeme jako zobecné&ny problém vlastnich &isel na prostoru W
(I —RE)TS(I — RE)w = ASw,

kde matice S je SPD a w je stejnd jako nejvétsi vlastni &islo Apax.
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Adaptivni algoritmus: FETI-DP a BDDC na podprostoru

Zaved’'me novy prostor wave jako
Wc W3 cWc w,
Prostor W28 definujeme (" svazdnim podoblasti priméry"), jako
wae — {W eW: QLBw= 0} ., (FETI-DP, Mandel, B.S. (2007))
Wave = {w EW:DTw= 0} ., (BDDC, Mandel, B.S., Sistek)
kde Qp je dudlni vdhova matice, D je vazebni matice a plati, Ze
QiB=DT.

Prostor W28 je podprostor funkci z W orthogondlnich "k né&temu’ .
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Adaptivni algoritmus: Optimalni vazby

Optimalni konstrukce prostoru W€ je dana nasledovné:

Theorem

Necht’ w; jsou vlastni vektory a \; vlastni &isla zobecnéného problému, bez
ztraty na obecnosti usporddana jako A\1 > Ao > ... > 0. Necht'k > Q.
Definici (novych Fadek) operatoru D danych jako

d" = w/ (I-RE)TS(I—RE), i=1,....k
D = [d]_ d2 dk],

zajistime, Ze w = Ag41. Dale plati, Ze w > A¢11 pro jakoukoliv jinou
konstrukci DT pomoci nejvyse k Fidek.

Nevyhoda: Vypolet globdlnich vlastnich vektor( je vypoletné naroény.
Numerické experimenty také ukazuji, Ze mnohdy stadi p¥idat vazby pouze
lokdlng, abychom rapidné zlepsili konvergenci algoritmu...
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Lokalni vazby a adaptivni algoritmus

. vétu nahradime "lokalni" verzi pro dvojice pFilehlych podoblasti, a poté
definujeme heuristicky indikator &isla podminénosti

W= max wj.
{ii}eA

Algoritmus: P¥idini vazeb ke sniZeni hodnoty heuristického indikatoru w
tak, aby wj; < 7 pro a-priori stanoveny ukazatel 7.
© Spocti nejvétsi lokalni vlastni &isla a vektory dokud nenaleznes$
index £;; takovy, Ze Aj g +1 < 7 a tedy

W= max \jk+1 <T
(iyea It

@ PouZij tyto vlastni vektory ke konstrukci " lokalnich” vazeb dj; .
© P¥idej do matice D tyto vazby "globalng&" jako jeji nové sloupce,
pomoci jednoduchého vnoteni Rj; (rozsiteni nulami) jako

D=[... RiDj¢ ... ], V{ij}e A (=1,... k.
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Numerické vysledky ve 2D: stlatitelna elasticita, A =1, = 2

H/h  Ndof r Ne & & it
4 578 oo - 113 55 20

10 1 54 49 19

3 2 28 25 14

2 42 18 17 11

16 8450 oo - 242 18 37
10 11 91 87 28

3 75 <3 25 15

2 93 <2 20 13

64 132098 oo - 996 44 55
10 56 <10 99 35

3 135 <3 29 17

2 209 <2 20 13
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Ndof: pocet stupiid volnosti
7. z4dané & podminénosti

Nc: polet vazeb v matici D
w: heuristicky indikator

k: odhad €. podm. z PCG

it: polet iteraci

tolerance: 1078
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Numerické vysledky ve 2D: Adaptivni vazby pro H/h = 16

Vlastni &isla lokdlnich dloh pro
dvojice p¥ilehlych podoblasti i a j:

i _j )\ij,l )\,‘j’g )\,’j’3 )\,'j’4 )\,‘j’5
1 2 55 3.6 1.7 15 1.3
1 5 6.7 3.6 3.0 1.4 1.3
2 3] 86 36 1.9 1.7 1.3
2 6242 180 180 165 164
3 4 5.2 3.3 1.7 1.4 1.2
3 7| 79 47 38 1.8 15
4 8 6.4 3.6 2.7 1.4 1.4
5 6| 12.6 5.2 4.4 1.9 1.6
5 9] 61 36 238 14 13
6 7 8.7 49 4.1 1.8 15
6 10| 75 47 38 1.8 1.5

Pocty primérd pri 7 = 10:

1

08

1 2 3 4

] 02 04 06 08 1

Otislovani podoblasti:

13 14 15 16
9 10 11 12
5 6 7 8
1 2 3 4
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Numerické vysledky ve 2D: téméF nestlaéitelna elasticita, A = 10000, pu = 2

H/h Ndof 7 Nc w K it N
4 578 oo - 2746 1935 147 o
10 76 4.5 3.5 17
5 76 4.5 3.5 17 o
3 78 2.9 28 16 .
16 8450 oo - 10246 10217 342 o
10 61 9.6 6.7 28 b e e
5 76 4.5 3.5 17 Ndof: pocet dof
3 78 2.9 2.8 16 T: 2adané & podm.
64 132098 oo - 33698 NA 0 Nc: potet vazeb v D
10 178 9.8 98 39

w: heuristicky indikator
k: odhad & podm.

it: polet iteraci
tolerance: 1078

5 235 5.0 49 28
3 282 3.0 29 20
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Numerické vysledky ve 3D (data: doc. J. Kruis, vizualizace: M. Brezina)

pocet stupfiti volnosti: 143451, podoblasti: 8, rohii/hran/stén:

ST
TEART 4
SR

31/18/19
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Numerické vysledky ve 3D: Nosnik s viubem

polet stupfiti volnosti: 143451, podoblasti: 8, rohi/hran/st&n: 31/18/19

typ vazby ‘ Nc ‘ K ‘ it
C - 1127.09 | 79
c+e 111 | 100.97 | 61
cte+f 168 | 22.43 | 32
cte+f (3eigv) | 168 | 13.23 | 30
T ‘ w ‘ Nc ‘ K| it
oo(=c+e) | 149.029 | 111 | 100.97 | 61
10 9.996 | 134 8.50 | 31
5 4.993 | 163 4.65 | 24
2 1.993 | 340 2.14 | 14

7: zadané & podm., w: heuristicky indikdtor, Nc: polet vazeb,
x: odhad & podm. predpodmin&ného operdtoru, it: polet iteraci (tol=10"%)
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Numerické vysledky ve 3D (data: doc. J. Kruis, vizualizace: M. Brezina)

pocet stupid volnosti: 157356, podoblasti: 16, rohi/hran/stén: 250/30/43

(Katedra matematiky, FSv, CVUT) Srovnani nékterych metod DD Praha, 17. prosince 2008



Numerické vysledky ve 3D: Mostni konstrukce

potet stupid volnosti: 157356, podoblasti: 16, rohl/hran/stén: 250/30/43

typ vazby ‘ Nc ‘ K ‘ it
- 12301.37 | 224
c+e 180 | 2252.39 | 220
c+e+f 309 | 653.61 | 160
cte+f (3eigv) | 309 | 177.77 | 103
T w Nc K it
oo(=c+e) | 6500.50 | 180 | 2252.39 | 220
650 | 589.338 | 185 | 483.52 | 169
30 | 29.568 | 292 28.74 | 64
5 4.997 | 655 5.01 | 26
2 1.998 | 1301 201 | 14

7: 74dané ¢. podm., @: heuristicky indikator, Nc: polet vazeb,
#: odhad & podm. predpodmin&ného operdtoru, it: polet iteraci (tol=10"%)
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Zavér: prehled hlavnich vysledki prace

@ Nalezeni minimalniho zdkladu pro formulaci metod BDD, BDDC,
FETI, FETI-DP a jejich primarnich variant P-FETI, P-FETI-DP.

Odvozeni viech zminénych metod z minimalniho zakladu.

Nova formulace metody BDDC pomoci zobecnéni zm&ny proménnych
podle prace autorl Li a Widlund (spoluprace s Dr. §|’stkem).

Diikaz, 7e P-FETI-DP = BDDC = ptfedpodmitiova& navrZzeny Crosem.
Sestrojeni odhadu &isla podminénosti FETI-DP a BDDC.

Navrzeni adaptivniho algoritmu zlepSujiciho konvergenci obou metod.

Vyvoj programi a numerické experimenty ve 2D i 3D.

Korektury:
http://math.ucdenver.edu/~sousedik/papers/BSthesisCZerrata.pdf
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Zavér: nastin budouci prace

@ Paralelni implementace adaptivniho algoritmu véetn& efektivniho
vyb&ru potitenich vazeb (probihd s Dr. Novotnym a Dr. Sistkem).

@ Teoretické zdlvodnéni adaptivniho algoritmu.
@ Multilevel BDDC pro linearni elasticitu. Pro skalarni tlohy:

@ Jan Mandel, Bedfich Sousedik, Clark Dohrmann: Multispace and
Multilevel BDDC. Computing, 83(2-3):55-85, 2008.

@ Kombinace adaptivniho algoritmu a Multilevel BDDC.

=

Efektivni FeSeni velkych a vypoletné naro¢nych uloh.

(Katedra matematiky, FSv, CVUT) Srovnani nékterych metod DD Praha, 17. prosince 2008 22 /24



Seznam praci vztahujicich se k disertaci

@ Bed¥ich Sousedik, Jan Mandel:
On the equivalence of primal and dual substructuring methods.
To appear in ETNA, October 2008.

@ Jan Mandel and Bed¥ich Sousedik:
BDDC and FETI-DP under minimalist assumptions.
Computing, 81:269-280, 2007.

@ Jan Mandel and Bed¥ich Sousedik:
Adaptive selection of face coarse degrees of freedom in the BDDC and the
FETI-DP iterative substructuring methods.
Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 196(8):1389-1399, 2007.

[d Jan Mandel and Bedfich Sousedik:
Adaptive coarse space selection in the BDDC and the FETI-DP iterative
substructuring methods: Optimal face degrees of freedom.

In Domain Decomposition Methods in Science and Engineering XVI, Lecture
Notes in Computational Science and Engineering, vol. 55, pages 421-428.
Springer-Verlag, 2006.

(Katedra matematiky, FSv, CVUT) Srovnani nékterych metod DD Praha, 17. prosince 2008 23 /24



Utast na Feseni grantovych projekti

e GA CR, granty (strojni f., Prof. Burda, Dr. Novotny):
e 106/05/2731
e 106/08/0403
@ Program Informatni spoletnosti AV CR:
o 1ET 400300415 (L:Jstav Informatiky AV CR, Prof. Marek)
o 1ET 400760509 (Ustav Termomechaniky AV CR, Dr. Novotny)

@ Vyzkumny projekt CEZ MSM 6840770003 (stavebni f., Prof. Bittnar)
@ National Science Foundation (University of Colorado, Prof. Mandel):
o CNS-0325314

o CNS-0719641
o DMS-0713876

(Katedra matematiky, FSv, CVUT) Srovnani nékterych metod DD Praha, 17. prosince 2008 24 /24



